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Estadistica no paramétrica

En este capitulo se desarrollan modelos estadisticos para realizar validaciones de todo ti-
po de magnitud biologica, tanto cualitativa como cuantitativa. Se desarrollan modelos equivalen-
tes a los del capitulo anterior, sin las restricciones o supuestos de los mismos. EI primer modelo
es el de la Binomial, aplicable al caso de una sola muestra, y que puede ser aproximado con el de
Gauss cuando las muestras sean grandes. EIl segundo modelo de rachas en una muestra sirve para
validar la aleatoriedad en el orden o secuencia de extraccion de muestras de una poblacion. A
continuacion se desarrollan modelos para comparar dos muestras entre si. Cuando las muestras
sean apareadas se tienen dos modelos: el del Signo y el de Wilcoxon. Si bien este ultimo es mas
poderoso que el otro porque usa mayor cantidad de informacion, el del Signo se presenta por su
uso difundido en Analisis Clinicos y Farmacia. Cuando las muestras son independientes, se pre-
senta el modelo paramétrico mas poderoso, el modelo de la U de Mann-Whitney, casi tanto como
su equivalente paramétrico: el modelo Student para dos muestras independientes.

14.1 Conceptos basicos

En los capitulos anteriores se han analizado modelos estadisticos que implican distribu-
ciones continuas con ciertos supuestos basicos para la aplicacion de estas técnicas. El principal
uso de esos modelos es la estimacion de parametros desconocidos de la poblacion en estudio, pa-
ra poder hacer pruebas de validacion o ensayos de significacion y testear asi las hipotesis plan-
teadas. Estos supuestos se plantean fundamentalmente sobre el valor que toman los pardmetros
poblacionales o sobre comparaciones de dos de ellos. Hasta ahora se ha trabajado con magnitu-
des bioldgicas de tipo cuantitativas y continuas. A las magnitudes discretas se las ha tratado co-
mo proporciones para poder usar los modelos vistos, y cuando se usé el modelo de Gauss se tuvo
que hacer una correccién por continuidad. A esta metodologia de trabajo se la denomina Estadis-
tica Parametrica, por contraposicion a otra donde lo que interesa es comparar distribuciones en
lugar de parametros. Mientras los supuestos usados en la paramétrica especifican la distribucién
original (generalmente la gaussiana), hay otros casos en la practica donde no se puede hacer esto,
donde no se puede especificar la forma de distribucion original. Se requiere entonces otra meto-
dologia de trabajo, una estadistica de distribuciones libres, donde no se necesitan hacer supuestos
acerca de la distribucion poblacional, donde se puede comparar distribuciones entre si o verificar
supuestos a cerca de la forma de la poblacion. Por ejemplo, verificar el supuesto de normalidad
necesario para usar el modelo Student. La solucidn para estos casos es el empleo de la Estadisti-
ca no paramétrica. Hay ciertas ventajas en su uso, tales como:

- trabajar con magnitudes cualitativas, ademas de las cuantitativas;
- estudiar casos donde no es posible precisar la naturaleza de la distribucion;
- idem para los casos donde los supuestos de la forma poblacional son débiles;
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- aplicar el mismo modelo a casi todas las distribuciones en lugar a una sola;
- es mas facil de entender para quienes no poseen base matematica adecuada.

Y también tiene algunas desventajas como:

- célculos usualmente mas engorrosos;
- no extraen tanta informacion como los paramétricos si se aplican al mismo caso;
- son menos eficientes si las muestras son grandes.

Los modelos paramétricos tienen mayor capacidad para detectar diferencias muestrales
que los no paramétricos. Es decir, son capaces de ver una diferencia significativa en casos donde
los otros no pueden. Como su poder discriminador es mejor, siempre que se pueda, conviene
usar modelos paramétricos antes que los no paramétricos, por su mayor sensibilidad para detec-
tar diferencias significativas A menos que las diferencias sean tan grandes que con cualquier mo-
delo pueden detectarse. Pero como los no paramétricos se aplican casi todos los casos, son mas
faciles de entender y no tienen tanta “complicacion matematica”; se estan poniendo de moda en
Bioquimica y Farmacia cada vez mas.

El independizarse de la forma de la poblacion llevo a estos modelos a otras aplicaciones
no clasicas, como en las ciencias de la conducta, marketing, ciencias sociales, etc. En algunas
técnicas, como las pruebas de rango o de orden, se trabaja con puntajes, que no son verdadera-
mente numéricos, lo cual ocasiona deformaciones en los datos si se empleasen técnicas parame-
tricas y el valor de las conclusiones de la validacion estadistica quedaria menoscabado. Por
ejemplo, se pueden asignar rangos por textura, coloracién, sabor, olor (magnitudes organolépti-
cas), clasificar por infeccidn con cierto tipo de virus, y otros casos donde no se cumpla el supues-
to de homogeneidad de varianzas; aca el modelo de rangos puede ser la salida. Cuando se compa-
ran dos muestras, los modelos paramétricos hacen hincapié en la comparacion de las medias,
mientras que los no paramétricos fijan su atencion en comparar medianas. A continuacion se pre-
senta el Modelo de la Binomial para trabajar en una sola muestra.

14.2 La prueba de la binomial

Esta prueba se emplea cuando los resultados del experimento se expresan en forma dico-
tomica. Los dos tipos de resultados se pueden clasificar en “éxito” o “fracaso” y aplicar la formu-
la de la probabilidad binomial para poder calcular la probabilidad de ocurrencia de la hipotesis
nula formulada. Comparando esta probabilidad Bx con el nivel de significacién adoptado a por
el investigador para el experimento, se procede a tomar la decision de acuerdo con uno de los dos
casos posibles siguientes:

- Si Bx < a se rechaza la Ho, porque significa que la probabilidad de que ocurra esta hipo-
tesis es muy baja, comparada con el nivel de significacion adoptado para la validacion.

- Siocurre lo contrario y resulta Bx > a, entonces no hay evidencia significativa como pa-
ra rechazarla. Esto es especialmente util para muestras pequefias porque da la probabili-
dad exacta de la ocurrencia de los sucesos.
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Cuando las muestras sean grandes es muy practico usar la aproximacién de la binomial
con la normal. Una muestra se considera grande si n > 25. Hay tres maneras de resolver un pro-
blema de acuerdo con su tamafio muestral. EIl procedimiento del modelo Binomial se puede re-
sumir en los pasos siguientes:

Paso 1) definir la cantidad de muestras o experimentos a realizar: n;

Paso 2) medir las frecuencias de ocurrencia en ambos casos posibles (éxito para la menor);
Paso 3) plantear la hipotesis nula y su alternativa;

Paso 4) de acuerdo con tamarfio muestral, seguir uno de estos tres caminos:

(1)Sin<25 ysi plqse usala Tabla 8 del Anexo de Tablas Estadisticas para determinar el
valor critico en un ensayo de una sola cola Bx = Ba. Para un ensayo de dos colas se duplica el va-
lor de tablas Bx = 2 Ba. El estadigrafo comparativo es la probabilidad para la frecuencia menor
obtenida; o sea, con el valor x (frecuencia menor) se saca de tablas el valor Ba y se saca Bx se-
gun si es de una o dos colas. Luego si Bx < a se rechaza Ho.

(1) Sin<25ysip #q habra que calcular la probabilidad con la formula de la binomial de
acuerdo con la hipotesis nula. Esto es, se debe obtener la probabilidad acumulativa desde 0 hasta
el valor predicho x ( 0 su complementaria si es mas corta). De esa forma se calcula Bx. Luego
es:

X

Pg = Z C(n,x).p" (1-p"™*

Entonces se compara Pg con (1-Pg)yal menor de ellos se lo llama Bx. Este valor se compara
con el nivel de significacion a adoptado por el investigador, y se toma la decision de aceptar o
rechazar Ho como se vio mas arriba.

(1) Si n > 25 se trata de una muestra “grande” y se usa la aproximacion normal a la binomial.
Es decir, se transforma el valor x de frecuencia observada a unidades tipificadas (Z). Cuidando
de efectuar la correccion por continuidad y de tablas se obtiene su probabilidad Bx para
compararlo con el nivel de significacion a adoptado. O sea:

(X£05)-u (X+£05) -n.p
Z = [ = (T

o, Jn.p.q

El signo + se usa para mostrar las dos alternativas de correccién por continuidad. Si el ensayo
esdeunasolacolaylaHoesx<npseusa(X+0,5).Porsuparte, silaHoes:x=npseusa
(X =0,5). Una vez calculado Z, se busca en la tabla de la normal su probabilidad Bx la que se
compara con el nivel a para poder decidir. En el cuadro 14.1 se presentan ejemplos ilustrativos
de cada caso.
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CUADRO 14.1: La prueba de la Binomial para una sola muestra

Caso 1 - Muestras pequefias con equiprobabilidad:

Ejemplo 1) En una maternidad ocurrieron 18 nacimientos en una semana, 11 de los cuales fueron
varones. La hipdtesis de trabajo es que la proporcidon de sexos es la habitual.

Si bien este problema se puede resolver usando la formula de la binomial, como n es menor que
25 y las probabilidades son aproximadamente iguales, entonces es mas practico usar la Tabla 8
del Anexo. Para un tamafio muestral n = 18 y para la frecuencia menor x =7, resulta un valor de
probabilidad Bx= 0,24 > a. Por lo tanto, no se puede rechazar la hipotesis nula. No hay evidencia
significativa que pruebe que la proporcion de sexos no es la habitual.

Ejemplo 2) Un profesor le ensefié a un grupo de 20 alumnos dos modelos estadisticos: el Ay el B
para resolver un mismo problema en la clase de coloquios de la siguiente manera: Seleccioné 10
al azar y les ensefié primero el A 'y mas tarde el B; con los demas procedio al revés: primero el B
y luego él A. Finalizado el examen parcial, les tomé a los mismos 20 alumnos el problema expli-
cado en coloquios. Se supuso que por el estrés del examen habria una tendencia a usar el método
aprendido primero. Los resultados mostraron 17 con este y 3 con el método aprendido segundo.

Ho : No hay preferencias por usar el método aprendido antes o después (p =g = %).
H; : Prefieren el aprendido primero (p >q).

Los datos a usar son n =20; p =q = 0,5; la menor frecuencia es x = 3 entonces usando la Tabla
de la Binomial se obtiene una probabilidad Bx =0,001 que es mucho menor que a = 0,05. Por lo
tanto se rechaza la Ho y se concluye que hay una especie de regresion hacia lo aprendido prime-
ro.

Caso 2 - Muestras pequefas sin equiprobabilidad: en un laboratorio que fabrica medicamento en
ampollas, historicamente 10% de la produccion presenta fallas de cierre hermético. Para probar
la calidad de un lote fabricado se extraen 5 muestras al azar y se verifican. Si encuentran por lo
menos una fallada se devuelve todo el lote, en caso contrario sale a la venta. Se desea saber si
con esta politica se tiene un nivel aceptable (1%) de rechazos.

Este problema se resuelve con la aplicacion de la formula binomial, conp=0,1 y q=0,9

Bx (x<1)=P(x=0)=C(n,x).p"(L-p)"™ = C(5,0) (0,2)°(0,9)° = 0,59

Hay una probabilidad del 59% de no encontrar ninguna fallada. O sea, en el 41% de los casos

habria devolucidn, lo cual no es conveniente. Si se cambia la politica y se rechazan lotes con dos
o mas falladas. Eso significa que se aceptaran lotes con una o ninguna fallada. Esto es:

Bx (x<2)=P(x=0)+P(x=1)=059 +C (5,1) (0,1)" (0,9)* = 0,59 + 0,328 = 0,918

Ahora, con esta nueva politica se rechazaran lotes en el 8% de los casos lo cual es més aceptable.
Si se la hace mas amplia y se rechazan lotes con tres 0 mas falladas, se tiene:

Bx (x<3)=P(x=0)+P(x=1)+P(x =2)=0,59 + 0,328 +C (5,2) (0,1)* (0,9)® =0,9909

Entonces esta Gltima politica es la buscada.
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Caso 3 - Muestras grandes: en 90 pacientes se prob6 un nuevo medicamento y 10 de ellos no se
curaron en el plazo previsto. La idea es aceptar la droga si logra mejoria en el 75% de los casos.
¢ Qué decision se debe tomar a la luz de estos resultados experimentales?

Como la muestra es grande, conviene usar la aproximacion normal a la binomial. Entonces,
Ho: x<n.p =675 casos curados y la droga no sirve.
Hi :x>675 Y Ladrogasirve.

Hr=n.p=90.0.75=67.5 ; SE(r)=o0r :\/n.p.q = \/90(0,75)0,25 =4,11; X=(90-10) =80

(X£05) - (X+05)-n.p (80,5 -675
Z = [0 = (I = [T = 3,163%**

O, Jn.p.q 4,11

Se tiene evidencia altamente significativa de la bondad del medicamento probado. Por otro lado
X = 67,55 no cae dentro del 99,9% CI (70,4 ; 89,6).
NOTA: si se hubiese calculado con el programa Excel resultarian:

1) la aproximacion normal con Z = 3,163, da una probabilidad de 0,9997028;

2) la probabilidad binomial acumulada, que es la exacta da un valor de 0,9992192.

Esto es, Bx = 0,00078 <<< a = 0,001 para el 99,9% de confianza y se rechaza Ho.

14.3 La prueba de rachas de una muestra

Esta prueba es para aleatoriedad. En los casos anteriores vistos se trabajo bajo el supuesto
de extraccion de muestras aleatorias de la poblacion. De acuerdo con el disefio del experimento
se puede lograrlo, sin embargo, hay casos donde no es tan sencillo hacerlo. Otras veces puede
que sea necesario probar la aleatoriedad. Para ello se han venido desarrollando una serie de mo-
delos estadisticos que estudian el orden o secuencia en que las muestras individuales fueron ob-
tenidas, para probar que la muestra es aleatoria. Este modelo se basa en la cantidad de rachas que
una muestra exhibe. Por rachas se entiende a una sucesion de simbolos identicos que pueden es-
tar separados 0 no por otro tipo de simbolos. Por ejemplo, sea una serie de mediciones de magni-
tudes dicotomicas identificadas con los simbolos de resultado positivo (+) o negativo (-) a juicio
del investigador, de acuerdo con cierto criterio profesional empleado:

Resultados: -t -+

N° de rachas: 1 2 3 4 567

La primera racha empieza con una serie de 2 simbolos positivos, la segunda racha con 3 negati-
VoS, la tercera con un positivo, y asi sucesivamente hasta la séptima racha con un positivo. El
numero de rachas es r = 7. El numero total de rachas indica si una muestra es o no aleatoria. Si se
da un ndmero pequefio de rachas puede deberse a una falta de independencia o a una tendencia




Bioestadistica aplicada a Bioquimica y Farmacia 14-6
Azzimonti Renzo, JC - arroi_pss@ciudad.com.ar

temporal. Mientras que si por el contrario hay un nimero muy grande de rachas, las fluctuaciones
ciclicas sistematicas, en un periodo corto de tiempo, pueden causar influencia en los valores asig-
nados por el investigador. Por ejemplo, si se lanza al aire una moneda 30 veces y se obtienen 30
rachas es razonable dudar de esa moneda, son demasiadas. Lo mismo ocurriria si se obtienen
unicamente dos rachas, como primero todas caras y luego secas.

El nimero de rachas no depende de la frecuencia de los sucesos. En efecto, dos situaciones
bien diferentes pueden tener las mismas frecuencias. Como las del ejemplo anterior de las mone-
das donde se tiene una frecuencia relativa de Y2, en ambos casos. Sin embargo, en el primer caso
sale una cara, luego una seca, y asi sucesivamente una y una, mientras que en el segundo primero
se dan 15 caras seguidas y luego las 15 secas finales. Generalmente se conoce la distribucion
muestral en muestreos repetidos, lo que permite obtener la probabilidad asociada para poder pro-
bar hipotesis. El procedimiento para aplicar este modelo es como sigue:

Paso 1) Se calcula el nimero n; de elementos de una clase identificadas por un simbolo y n;, la
cantidad de elementos de la otra.

Paso 2) Se ordenan los n = ny + ny sucesos en el orden en que ocurrieron.
Paso 3) Se cuenta el nimero r de rachas.
Paso 4) Se postula una hipotesis nula de trabajo que permita calcular la probabilidad asociada.

Paso 5) Se determina la probabilidad que ocurran r rachas, usando Ho, y se compara con el nivel
de significacion a adoptado para aceptar o rechazar la Ho.

Para determinar el valor de la probabilidad se presentan dos casos segun el tamarfio de la muestra:

( 1) Muestras pequefias: si los tamafios muestrales de ambos resultados son menores que 20 se
emplea la Tabla 9 del Anexo. En la primera de las tablas, ubicada en la parte superior, se dan va-
lores de r para una (Ho) de menor o igual, tal que su probabilidad asociada es p = 0,05 para dos
colas (para una cola es la mitad: p = 0,025). En la parte inferior se presenta una segunda tabla, es
para valores de r con (Ho) de mayor o igual, tal que su probabilidad asociada para dos colas es p
= 0,05. A la de arriba se la denota con Rpin. Y a la de abajo con Rax.

( 1) Muestras grandes: si alguno de los tamafios muestrales es mayor a 20, se determina el valor
de estadigrafo comparacion Z con una distribucion aproximadamente normal:

r- ur
Z = [MIININmmO el cual se compara como siempre con z, de Gauss.
or

Con: Hr =1+ [(2 ng n2)/n]

(2n1: n2)(2nn;=n)
VAR(r) =(o,)? = [T
n“(n-1)
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Para ilustrar mejor estas ideas, se presentan dos problemas resueltos en el Cuadro 14.2 siguiente,
uno para muestras pequefias y el otro para las grandes.

CUADRO 14.2: La Prueba de rachas para una sola prueba

Caso 1 - Muestras pequefias: en un Laboratorio de investigacion se prueba un antiflamatorio
nuevo. Los resultados son aceptables si al segundo dia de aplicado al paciente se observa una re-
duccion del 90% en la inflamacidn; se le asigna (+) a ese caso. Se quiere testear la hipotesis que
la sucesion de signos positivos y negativos se produce al azar. La sucesion de los 24 casos anali-
zados fue:

Sucesion: + - + 4+ + + - + + + - - - -+ - -+ 4+ o+ - - - -
Rachas: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Se usa un test dos colas porque no se predice la direccion de la desviacion que supone. El tamafio
de cada muestra es 12. Usando ambas tablas del apéndice se determina la zona de rechazo de la
hipétesis nula cuando r es menor o igual a 7 o cuando r es mayor o igual a 19; con esto se define:

Zona de aceptacion: 7< r < 19 ycomor =10 cae dentro de esta zona y no se rechaza (Ho).
Se concluye que se deben suponer aleatorias a las muestras tomadas.

Caso 2 - Muestras Grandes: en un hospital se forma todas las mafianas temprano, una cola de
pacientes esperando su turno para la extraccion de sangre. La bioguimica a cargo decide verificar

si la colocacion de hombres y mujeres es al azar. Anota el sexo de cada uno de los primeros 50
pacientes que entraron al laboratorio. Los resultados fueron:

Sucesos: HHM HM HHH MM HMM HM HH MMM HH MM HH
Rachas: 1 2 34 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15

Sucesos : M

Rachas: 16 17 181920 21 22 23 24 25 26 27 2829 30313233 34

<
T
<
T
<
T
<
<
T
<
T
T
<
I
T
<
T
<
T
<
T
‘Z
<

Total de rachas: r = 34. El total de hombres y mujeres fue: 25 =n1 =n2
Mr =1+ [(2 ny ny)/n]=1+[2(25)25]/50=26
(2n; n2)(2n1np—n) 2(25) 25 {[2 (25) 25] — 50}
(0)° = (I = (D - =12,245 'y or =35
n“(n-1) (50)* (50 — 1)
Z=(r - W)/ o, =(r-26)/35=(34-26)/35=2,29* (0,01 <Pn(Z229)=0,011<0,05)
Se rechaza la hipotesis de que los sexos guardan un orden aleatorio al formar la fila. Se encontrd

evidencia significativa para rechazarla. Si se calcula la probabilidad gaussiana para Z = 2,29 re-
sulta p = 0,011, esto es, mas cerca del rechazo al 99% que al 95% de nivel de confianza.
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La prueba de aleatoriedad algunas veces es necesaria para comprobar los supuestos especi-
ficos de otros modelos estadisticos. Deberia realizarse primero para decidir si el modelo es apli-
cable porque se verifica su supuesto de aleatoriedad, como en el caso Gauss, Student, Fisher, etc.
Para evitar en la prueba de aleatoriedad, lo aconsejable es usar sorteos al azar para la seleccion de
muestras.

14.4 Modelos para dos muestras apareadas

Los modelos no paramétricos para realizar comparaciones entre muestras apareadas son
dos: el modelo del Signo se usa cuando la magnitud biolégica medida en el experimento es de ti-
po dicotomica. EI modelo de Wilcoxon es mas potente porgue usa mayor informacion: el signo y
el rango de las diferencias halladas. Ambos modelos usan el signo de las diferencias entre los pa-
res de muestras testeados.

Cuando el investigador asigna puntajes a las mediciones que realiza, basado en algun crite-
rio profesional, el problema es traducir eso a una dicotomia. La manera de hacerlo es calcular la
mediana de los puntajes y asignar un signo positivo a los resultados mayores y negativo a los
menores. Entonces, se ha “dicotomizado” la variable “puntajes” medida y se pueden aplicar estos
modelos. Los puntajes se suelen usar mucho en ciencias sociales y humanas, donde el compor-
tamiento es juzgado de acuerdo con una cierta escala. También en las notas de los examenes en
el sistema educativo. Puede hacerse lo mismo con magnitudes cualitativas y cuantitativas, o sea
que el campo de aplicacion se extiende a cualquier magnitud medida. En el caso dicotomico es
directo. En el caso politdmico hay que separar en dos grandes grupos, de acuerdo con algun crite-
rio profesional adecuado. En el caso ordinal se procede en forma analoga. Por ejemplo, en los an-
tibiogramas donde lo que se mide es el diametro de accién del antibidtico en una caja de Petri,
los resultados se expresan con tres valores: resistente, poco sensible y muy sensible. Como lo que
interesa son los antibidticos potentes, la clasificacion es (+) para los calificados como muy sensi-
bles y (-) para los otros dos, donde aplicar tal antibiotico produce poco o ningun resultado en el
paciente. Las magnitudes organolépticas (turbidez de orina, sangre en heces, olor color, etc.) son
facilmente adaptables a este modelo. Finalmente, en el caso de magnitudes continuas se debe de-
finir un punto de corte en la variable con la que se esta trabajando. Por ejemplo, si se estd mi-
diendo el peso de los pacientes, se puede definir: (+) hasta 60 kg (Flacos), y (-) mas de 60 kg
(Gordos); con la temperatura corporal puede ser (+) hasta 37 °C (normal), y (-) méas de 37 °C
(afiebrado). Lo cual muestra que toda magnitud bioldgica puede ser dicotomizada.

Las muestras apareadas se disefian para el caso clasico en que se usa un mismo individuo
como su propio control, para hacer comparaciones entre dos casos de un cierto factor en estudio.
Por ejemplo, las del tipo “antes-después” donde un factor cualquiera es el tratamiento que se le
aplica al individuo, el caso de medirle el peso antes del régimen de adelgazar y después del mis-
mo, o0 su velocidad para correr antes del entrenamiento y un régimen de comida especial y des-
pués, o las medicaciones en Medicina, etc. Otra forma muy comun en las investigaciones farma-
cologicas es la del tipo “droga versus placebo”. En Bioguimica se solia recomendar para compa-
rar dos técnicas de laboratorio; ver si la nueva técnica es equiparable a la vieja. Usando a los
mismos pacientes que vienen a hacerse determinaciones diariamente, se los mide con ambas téc-
nicas para comparar. El costo de esta manera es mas bajo porque una de las dos determinaciones
que se le hacen a cada paciente es la de rutina. En cambio, el modelo mas potente de Student pa-
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ra muestras independientes requiere usar mas reactivos, porque el mismo paciente no puede apa-
recer dos veces en los datos para no perder independencia. Como regla general, se debe recordar
que la mejor forma de comparar dos metodos o rutinas de laboratorio es usando mediciones repe-
tidas del mismo valor patrén. Por ejemplo, fraccionando en alicuotas a un mismo suero control
para realizar el experimento de comparacion. Si la homogeinizacion se hace correctamente, no
hay que preocuparse por los supuestos gaussianos, recordando el Teorema Central del Limite.

También sirve para testear alguna parte de un método con dos variantes; como diferentes
marcas comerciales, personal, equipos, instrumentos, etc. Por ejemplo, probar el resultado de dos
métodos de fabricacion de medicamentos, dos vendedores de una farmacia, dos marcas
comerciales de analgésicos, etc. De lo antedicho, se puede inferir el amplio campo de aplicacion
en la practica de estos modelos. Su gran limitacion es que no se pueden usar para comparar mas
de dos muestras a la vez.

14.4.1 Modelo del Signo

Esta prueba se basa en los signos de las diferencias observadas entre valores apareados. La
independencia se resguarda si la unidad de muestreo es el resultado de comparar a las parejas en-
tre si, en lugar de usar las observaciones individuales. Cada pareja de datos debe ser independien-
te de las otras, y la forma de lograrlo facilmente es seleccionado al azar al elegir los componentes
de las muestras. Una ventaja es que puede usarse cuando las observaciones pareadas estan sim-
plemente ordenada por rangos. No es necesaria la homogeneidad de las varianzas, ni que las
muestras sean extraidas de la misma poblacion. Su desventaja es que elimina mucha informacion
pues la reduce a una dicotomia. Otras ventajas son: la facilidad de aplicacién, la reduccion de
tiempo y costo para el investigador. Los supuestos basicos para aplicar este modelo son:

- La variable subyacente en las determinaciones es continua;
- los pares de muestras son independientes;
- la hipotesis nula es: los signos se distribuyen al azar alrededor de la mediana.

Este altimo implica que las diferencias deben ser tales que aproximadamente la mitad de
ellas sean positivas y la otra mitad negativas. Por supuesto que puede haber ligas, esto es, parejas
de muestras cuya diferencia sea nula. Para el modelo solo interesan las otras. Se toma en cuenta
el nimero n de diferencias halladas (n.: cantidad de signos positivos y n.: nimero de negativos).
Donde n, + n. = n. Este valor puede ser a lo sumo igual al numero total N de parejas testeadas.
Osea, N=n+e (donde e es la cantidad de empates o ligas encontrados). En resumen, el pro-
cedimiento para aplicar este modelo sigue los pasos:

Paso 1) Se efectdan las parejas de mediciones y se determina el signo de diferencia.
Paso 2) Se cuenta el nimero de (+) y el de (-) hallados y asi se calculan: n, + n.=n.
Paso 3) Se elige al menor de ellos como X = nyinime para efectuar el test.

Paso 4) Dependiendo del tamafio de la muestra se siguen dos caminos:
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(1) Muestras pequefias ( n < 25): se usa la Tabla 8 del Anexo de Tablas Estadisticas para de-
terminar el valor critico en un ensayo de una sola cola Bx = By. Para un ensayo de dos colas se
duplica el valor de tablas Bx = 2 B,. El estadigrafo comparativo es la probabilidad para la fre-
cuencia menor obtenida, o sea con el valor x (frecuencia menor) se saca de tablas el valor By y
se calcula Bx segun si es de una o dos colas. Luego si Bx < a se rechaza Ho.

(1) Muestras grandes ( n > 25): se usa la aproximacion normal a la binomial, para determinar
Z en forma analoga a las vistas antes, con la debida correccion por continuidad. Como la (Ho)
supone una igualdad entre la cantidad de positivos y negativos, se toma p =q= 0,5y asi:

(r£0,5)-u (r£05)-np
Z = [ = [ =[(r+1)-n]/+/n versus Zq

o Jn.p.g

Ejemplo 1) Muestras pequefias: en un laboratorio se desea testear una nueva técnica. Para ello se
toman las determinaciones hechas en el dia con la manera usual (método viejo) y se las replica
con el nuevo procedimiento, obteniéndose los valores:

Paciente | Nuevo Viejo Signo

1 2,3 2,2 +

2 2,6 2,5 + N =17

3 35 3,4 +

4 2,9 2,9 0 (+)=11=n,
5 2,5 2,4 +

6 3,3 31 + (-)=3=n-
7 1,7 1,8 -

8 2,8 2,8 0 (0)=3

9 2,9 2,9 0

10 3,1 3,2 -

11 2,4 2,3 + Entonces
12 3,2 3,3 -

13 2,5 2,4 + n=14
14 2,6 2,5 +

15 3,3 3,2 + Xx=3
16 2,9 2,8 +

17 2,2 2,1 +

Del total de pruebas N = 17 solo interesan los n = 14 que no fueron empates (e = 3). Con
los 14 casos restantes se tienen : n. = 11 signos positivos y n. = 3 negativos; por lo tanto, se to-
ma el valor minimo como x < 3. Entrando a la Tabla 8 con n = 14 y x = 3, resulta un valor de
probabilidad binomial: Bx = 0,029 que es menor que el nivel de significacion a = 0,05, por lo
que se debe rechazar la Ho. Esto es, se tiene evidencia cientifica que ambos métodos no son
equivalentes para las mediciones realizadas. Por la cantidad de signos + parece que el método
nuevo arroja valores mas grandes que el viejo. Para continuar, es conveniente obtener un suero
control y revisar la calibracion de los métodos.
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Ejemplo 2) Muestras grandes: el centro de estudiantes de cierta Facultad piensa que una de sus
autoridades debe ser removida de su cargo. Para ello planifica una campafia de pegatinas y una
asamblea estudiantil ad-hoc, donde sus seguidores haran acotaciones significativas para conven-
cer a los concurrentes. Uno del grupo, que curso Bioestadistica, duda de la efectividad del plan y
decide buscar evidencia cientifica para decidir si tuvo efecto la asamblea. Prepara un cuestionario
a los asistentes para detectar los cambios "antes y después™ de la reunion, y selecciona al azar a
100 de ellos para encuestarlos.

Los casos que interesan son los 30 + 42 = 72 casos de cambios de opinion. Si la asamblea
no afectara a sus concurrentes, cerca de la mitad de los que cambiaron de opinion hubieran pasa-
do de Si a NO y la otra mitad de NO a SI. Esto es: Ho : Se esperan 36 cambios porque la asam-
blea no tuvo efecto. Los casos que interesan son los que cambiaron de opinién n =30 + 42 = 72.

Antes Hr=np=72(0,5) =36
S NO o= 4/np.q = 72(0,5)0,5 = 4,243
Sl 9 42 r = 42 cambiaron de opinion de Si a NO
Después
NO 30 19 Z=[(42-0,5)2-72]/ J72=13

Notar que si se hubiera tomado r = 30, el resultado seria el mismo: Z = 1,3 (no significativo).
Como cae en la zona de aceptacion con un nivel del 95% (Z, = 1,96), no se puede rechazar la
hip6tesis nula. La conclusion es que a pesar de los 42 casos que pasaron de NO a Si no hay evi-
dencia significativa como para pensar que la asamblea fue Util a los fines estudiantiles.

Ejemplo 3) Muestras grandes: un farmacéutico que ha realizado transformaciones en el aspecto
de su negocio, realiza una encuesta entre sus clientes habituales para conocer su opinidn respecto
a los cambios. Descarta a los que no emitieron opinion y a los que no tenian un conocimiento
previo de su empresa. Elige al azar 60 entre los remanentes. Encontrd que 48 de ellos emitieron
una opinion que considera positiva y 12 negativas. Ver si obtuvo pruebas de que la imagen de su
empresa ha mejorado.

(Ho) p=qg=0,5 las opiniones emitidas se deben al azar y no hay mejora de imagen.

De los datos surgen: p,=np=60(0,5)=30 ; o,= W =3,873 y r=48
Z=[(rx05)-w]/ o

Reemplazando con los de opinién positivaes: Z = [(48 - 0,5) —30)] / 3,873 = 4,52***
Reemplazando con los de opinidn negativa es: Z =[(12 + 0,5) — 30)] / 3,873 = - 4,52***
Y también se puede calcular con la otra férmula: Z =[2 (48 - 0,5) - 60] / 60 = 4,52%**

Por lo tanto, se rechaza la Ho de que el cambio de opinion se debe al azar, pues tiene evidencia
altamente significativa que justifica su esfuerzo por mejorar la imagen de su farmacia.
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14.4.2 La prueba de rangos de Wilcoxon

En la prueba del Signo se utiliza la informacion acerca de la direccion de las diferencias
encontradas en la pareja de muestras. Pero no se considera la magnitud relativa de tales diferen-
cias. En cambio, en el modelo de Wilcoxon se toma en cuenta ambas cosas y por eso es mas
poderoso que el del Signo. Aca se le da un peso a cada signo, relativo a la magnitud de la
diferencia encontrada. Se la denomina también: Prueba de rangos sefialados y pares
encontrados. El investigador debe hacer dos cosas basicas al examinar una pareja de datos:

1) determinar en la pareja cual es el "mayor™ de ambos.
2) ordenar por rango las diferencias halladas (rango aca significa “ranking” u orden)

Entonces puede usar este test para validar la hipdtesis nula de que no hay diferencias entre los pa-
res debido al tratamiento aplicado. En casos donde la valoracion se hace en forma subjetiva,
usando puntajes, también se puede aplicar el modelo de Wilcoxon (Psicologia, Sociologia, etc.).
En la Bioquimica se la puede emplear cuando se valora el tamafio de una reaccién ante una dro-
ga, vacuna, coloracion, etc., con algo similar a un puntaje. En Farmacia ocurre otro tanto cuando
se valoran con puntos la eficacia de medicamentos, o con escalas las encuestas de opinion en téc-
nicas de mercadeo, propaganda, etc. Esta prueba también puede usarse en una muestra Unica
donde deseen hacer inferencias acerca de la mediana: aqui al valor supuesto en la hipétesis nula
se le resta a cada observacion realizada y se tienen las diferencias buscadas para hacer el test.

El supuesto basico para poder usarlo es:
las magnitudes con las que se trabaja provienen de una distribucion simétrica.

No importa si cada muestra proviene de una poblacion distinta, lo importante es que ambas de-
ben provenir de poblaciones con distribuciones simétricas. El método puede ser resumido en:

Paso 1) Se determina las diferencias Di entre los pares de observaciones realizadas.
Paso 2) Sin tomar en cuenta el signo, se ordenan en forma creciente. Las ligas se descartan pues
en este modelo no se toman en cuenta los empates Unicamente se consideran los rangos de las di-

ferencias encontradas (notar que ahora rango no significa lo mismo que lo visto en el capitulo 4).

Paso 3) Se coloca el signo a cada uno de los rangos Ri hallados. Se suman entre si los rangos de
las diferencias positivas calculando su total T+, y el de las negativas obteniendo T-

Paso 4) Se elige la menor de ambas sumas y se la define como el estadigrafo T.
Paso 5) Se compara el valor T obteniendo con el valor critico Ta para tomar decisiones.

La hipotesis nula es que los tratamientos aplicados son equivalentes. Esto es, la suma de
los rangos positivos y negativos son aproximadamente iguales. Habra diferencias de ambos sig-

nos pero con valoraciones que se equiparan. En cambio, si las sumas de rangos son muy diferen-
tes, se puede deducir que el efecto del factor analizado no es despreciable ni producto del azar.
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En este modelo puede haber dos tipos de ligas. La primera ocurre cuando no se aprecia
diferencia entre la pareja analizada ( Di = 0 ) y se deja de lado en los célculos, al igual que en el
caso del modelo anterior. La segunda ocurre cuando se produce un empate en el valor de las dife-
rencias ( Di = Dj=...= Dk ). O sea, la diferencia de rangos no es nula sino que tiene el mismo
modulo que otra diferencia. Es posible hallar 1, 2, 3, ..., k empates. En este caso, la solucién es
promediar el valor de los rangos empatados hallados Ei y asignarselo a cada uno de los empates.
Esto es, a cada empate se le daun valor Ei=(R1+R2 +... + Rk) / k.

De acuerdo con el tamafio muestral se pueden presentar dos casos:

( 1) Muestras pequefias (6 < n < 25): en estos casos se usa la Tabla 10 del Anexo de rangos sefia-
lados de Wilcoxon. Alli se entra con el tamafio muestral y el nivel a, segin sea de una o dos co-
las, para encontrar el valor critico Ta, el cual se compara con el valor T calculado como la me-
nor, de la suma de los dos rangos positivo y negativo. Si T < Ta se puede rechazar la Ho al nivel
de significacion a adoptado, caso contrario se acepta. Por ejemplo, sin =15y T = 21 entonces
Ta = 25 es mayor y se rechaza Ho al nivel de 0,05 en dos colas. En este caso se rechaza la hipo-
tesis de que ambos grupos no difieren entre si y se concluye que hay evidencia significativa que
prueba que hay diferencia entre ambos. No se puede rechazar al nivel 0,01.

( 1) Muestras grandes ( n > 25): cuando la muestra es grande se usa la aproximacion normal
pues se ha demostrado que para n >25 el estadigrafo T se aproxima a la funcion de Gauss en
forma aceptable. Para tipificar el estadigrafo se usa:

T - ur
Zr = [ y se lo compara con Z, como es habitual, con:
Ot
ur=(n/4)(n+l) vy or=(n/24)(n+1)(2n+1)=VAR(T)

Donde n es el total de parejas de datos medidas utiles, esto es aquellas parejas cuyas diferencias
no son nulas. Entonces, n =N — D(0). Los siguientes ejemplos ilustran el uso de este modelo:

Caso 1) Muestras pequefias: una determinacion clinica se realizé en 8 pacientes que concurrie-
ron al laboratorio usando el método A; se repitio la medicion pero usando otra marca de espec-
trofotdmetro (método B). Los resultados obtenidos fueron los del cuadro siguiente. Averiguar si
es lo mismo usar uno u otro espectro.

Paciente | Método A | Método B | Diferencias Di| Rangos Ri T
1 87 76 11 8
2 66 56 10 7
3 75 76 -1 -1 1
4 95 86 9 6
5 73 76 -3 -3 3
6 88 86 2 2
7 69 64 5 4
8 77 70 7 5 T=4
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La menor de las sumas de rangos sefialados es T = 4. Como no hay diferencias nulas encontradas,
resulta N = n = 8, de la Tabla 10 del Anexo se obtiene el valor Ta = 4. Como este estadigrafo no
es menor que el valor critico, se rechaza la hipotesis nula de igualdad entre ambos espectros con
un nivel significacion de 0,05 para un ensayo de dos colas.

Este mismo problema se puede resolver con el modelo del signo. Para ello, se calcula un valor de
X = 2y de la tabla respectiva se obtiene una posibilidad asociada Bx = 2p = 2 (0,145) = 0,029 pa-
ra una prueba de dos colas. Aca no se puede rechazar la hipdtesis nula (Ho) x = 2 para un valor
de a = 0,05. A primera vista se tienen entonces dos resultados diferentes usando estos dos mode-
los. Es importante destacar que no son contradictorios entre si. EI modelo del Signo tiene menor
sensibilidad y no puede detectar diferencia alguna entre ambos métodos clinicos. No puede dis-
criminar la pequefa diferencia que implica cambiar el espectrofotometro en la técnica realizada.
En cambio, el modelo de Wilcoxon, mas sensible, ya detecta diferencias entre ambos. Si bien en
el limite, pero suficiente para tener una prueba cientifica. Esto no es extrafio pues este modelo,
ademas de emplear la informacion del signo, agrega mas informacion con los rangos. Es una es-
pecie de moderacion o prorrateo de los signos: no todos pesan igual a la hora de contarlos.

Si se pudiese aplicar un modelo paramétrico porque se cumplen los supuestos basicos, el apro-
piado seria el modelo de Student para comparar dos muestras apareadas, visto en el capitulo ante-
rior. En tal caso resultaria:

d-o0 _ 5-0
DS,//n  521/+/8

t= =2,7* que esta claramente en la zona de rechazo del nivel 0,05.

Entonces, si este caso cumpliese los requisitos adecuados se podria resolver con los tres modelos:
el de Student, que es el mas poderoso de los tres, que detecta claramente las diferencias entre
ambos espectrofotometros; el no paramétrico de Wilcoxon que las detecta, pero en el borde de la
zona de rechazo; y el mas débil del Signo que no llega a detectar las diferencias. Con lo cual se
puede plantear una regla general:

Se debe usar el modelo més sensible disponible para cada caso.

Caso 2) Muestras grandes: se desea analizar si el efecto de dos antibi6ticos de amplio espectro,
el Ay el B, es equivalente en el tratamiento de infeccidn bacteriana. Para ello se eligen 30 mues-
tras al azar de otros tantos pacientes de bacteriologia. Se siembran y desarrollan en cajas de Petri
durante 2 dias con el mismo calvo de cultivo. Luego se colocan las dos drogas en cada uno, y a la
24 hs se mide el desarrollo de las aureolas, sus diametros aproximados, como indice del poder de
ambas drogas. Interesa destacar las diferencias entre ellas como se muestra en el cuadro siguien-
te, con Di = Ai - Bi:

Paciente| 1 2 3 4 B 6 7 8 9 |10 11|12 |13 | 14 | 15

Di 21010 1 0 0 1 5 3 5 3 | -1

N
N
[EEN

Rangos |-11,5 4,5 20 20 | 45 | 45| 23 | 165 | 23 | 165 | 45

Paciente| 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30

Di 1 |-1]5 8 2 2 2 | 83|21 4 8 2 3 | -1

Rangos | 45 | 45| 23 | 255|115 | 115|115 |-165|-115| 45 | 20 | 255 | 115|165 | -45
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El rango menos frecuente es el de signo negativo: T=115+45+ 45+165+115+45=53
Por su parte, hay 4 casos de diferencias nulas que no se toman en cuenta, entonces resulta el va-
lor n=30-4 =26y reemplazando en las formulas para el calculo del estadigrafo T queda:

Hr= (n/4)(n+1)=(26/4) (26+1) = 175,5
o= (n/24)(n+1)(2n+1)=(26/24) (26+1) (52+1) = 1550,25 0 sea, ot = 39,37 = SE(T)

T - pr
Zy = [ = (53-1755)/39,37 =-3,11** (-3,29<- 3,11 <-2,58)
Ot

Se ha encontrado evidencia muy significativa que prueba la diferencia entre ambas drogas testea-
das en el experimento. Por lo que se rechaza la (Ho) de igualdad entre ambas (dos colas).

14.5 Modelos para dos muestras independientes

Existe una variedad de modelos no paramétricos para comparar dos muestras entre si. El
grupo de modelos que usan magnitudes discretas (datos de recuentos) se deja para el capitulo de-
dicado al Analisis de Frecuencias que se vera mas adelante. Entre las demas cabe mencionar:

La prueba de aleatoriedad para dos muestras independientes es un modelo que emplea
valores numéricos como puntajes y se requiere que la magnitud considerada tenga una medida de
intervalo. Sirve para comparar a las dos muestras en medidas de posicion cuando ambos tamafios
muestrales son pequefios. Cuando los tamafios son grandes, los calculos se tornan muy engorro-
sos y es preferible usar la aproximacién con el Modelo Student. Sin embargo, el modelo de la U
puede considerarse una prueba de aleatoriedad aplicada a los rangos de las observaciones reali-
zadas. Whitney, en 1948, mostrd que hay ocasiones en que el modelo de la U es mas poderoso
que el de Student y es la mejor alternativa.

La prueba de Moses para reacciones extremas es un modelo con muchas aplicaciones en
las ciencias de la conducta. Esta disefiado para estudiar las reacciones de los individuos ante una
condicion experimental que les provoque diferencias el direccion a conductas extremas. Por
ejemplo, la inestabilidad politica o una depresién econémica, provoque una radicalizacion en las
opiniones politicas o sociales de algunas personas. Esta prueba fue concebida especificamente
para ser usada con datos (por lo menos ordinales) organizados para estudiar tales hipotesis. Sin
embargo, también es aplicable cuando el investigador espera calificaciones altas para un grupo y
bajas para el otro, dentro del area educativa. Pero el mismo autor sefiala que la prueba de la U es
mas eficiente en esos casos y por lo tanto preferible a este modelo.

La prueba de rachas de Wald-Wolfowitz es aplicable a casos donde la (Ho) supone que
las dos muestras fueron extraidas de la misma poblacidn, frente a la alternativa que difieren to-
talmente entre si. Si las muestras son lo suficientemente grandes esta prueba detecta diferencias
en la tendencia central de las poblaciones, en variabilidad, en oblicuidad, casi en cualquier cosa.
Sin embargo, exige el supuesto que la magnitud considerada provenga de una distribucion conti-
nua y que las medidas efectuadas sean por lo menos ordinales. Ambos autores consideran que el
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modelo de la U es mas potente que el de las rachas, especialmente en el caso de dos muestras ex-
traidas de poblaciones con la misma ubicacion. La razon es que la de rachas esté disefiada para
detectar diferencias de cualquier tipo; en cambio, el modelo de la U es especifico para descubrir
diferencias de este tipo y no pierde potencia en buscar cualquier desvio.

Repasando los tres modelos mencionados antes, se ve que todos son superados en poten-
cia por el modelo de la U, el cual se constituye en la mejor alternativa frente al modelo parame-
trico equivalente para comparar dos muestras independientes: el de Student. Por esa razon no se
desarrollan en la presente obra y se deja a la inquietud del lector que puede encontrarlos en los
trabajos de Siegel, Hollander, Mc Collough, Moses y otros mencionados en la bibliografia. Otro
motivo para desarrollar el modelo de la U es su uso cada vez mas extendido en Medicina, Bio-
quimica y Farmacia.

14.5.1 Modelo U de Mann-Whitney

Este modelo U sirve para testear si dos muestras independientes han sido tomadas de la
misma poblacion. Se tiene, por lo menos, una magnitud ordinal de la misma. Este es el modelo
no-paramétrico mas poderoso para comparar dos muestras cuando no son apareadas. Es para el
caso donde se tiene dudas acerca de la verificacion de los supuestos que piden el modelo Student,
0 cuando las medidas son ordinales. La hipotesis de trabajo (Ho), siempre es que ambas muestras
provienen de la misma poblacion.

El procedimiento a seguir para usar este método es como sigue:

Paso 1) Se ordenan todos los datos, de menor a mayor, de ambas muestras y en un solo conjunto,
cuidando de identificar a cada uno con su muestra respectiva.

Paso 2) Se determina la muestra de referencia. Conviene que sea la de menor tamafo, caso con-
trario la muestra de control, placebo o blanco.

Paso 3) Comenzando con el menor valor, se cuenta el nimero de muestras que preceden al pri-
mero de la muestra control (Ul); luego se busca el segundo de la muestra control y se cuenta el
numero de muestras precedente del otro grupo (U2); después se ubica al tercer valor y se procede
en forma analoga para determinar (U3), y asi sucesivamente hasta recorrer toda la muestra de
control o referencia. En caso de empate, se le asigna medio punto a cada uno.

Paso 4) Se obtiene el estadigrafo U =U1 + U2 + U3 + ....
Paso 5) Se procede a comparar este valor contra el valor critico de tablas.

Hay dos tipos de tablas para el modelo U. La Tabla 11 del Anexo corresponde a muestras
pequefias (ninguna de las muestras es mayor que 9), y arroja el valor de la probabilidad del esta-
digrafo U calculado en el Paso 4. La Tabla 12 corresponde a un tamafio mediano de las muestras
(entre 9 y 20 cada una), y da un valor critico Ua que se debe comparar con el obtenido experi-
mentalmente. Para n > 20 se usa la aproximacion con la funcion de Gauss. En la préactica se pue-
den presentar tres casos posibles:
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( 1) Muestras muy pequefias (n; <9 y n, < 9): cuando ninguna de las muestras es mayor que 8, se
emplea la Tabla 11 del Anexo. El procedimiento para usar esta tabla es como sigue.

Al mayor tamafio muestral se lo denomina n, y sirve para ubicar la correspondiente celda
dentro de la Tabla 11 (hay 6 celdas una para cada tamario entre 3 y 8). Al menor tamafio muestral
se lo denomina n; y se usa para ubicar la columna correspondiente dentro de la celda. El valor de
probabilidad (p) se saca cruzando esta columna con la fila que corresponde al estadigrafo U cal-
culado en el Paso 4. La tabla esta construida para ensayos de una sola cola, en cuyo caso se hace
Ua = p. Cuando el ensayo sea de dos colas sera Ua = 2 p. Finalmente esta valor Ua debe compa-
rarse con el valor U calculado en el Paso 4. Si el valor de U es tan grande que no aparece en la
tabla, se usa la transformacion U’ = n; n, - U como se muestra en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 1) A 3 alumnos elegidos al azar se les ensefié una nueva técnica de preparar un examen
final, un dia antes de la fecha, otros 4 alumnos; sin preparacion especial, se eligieron para con-
trol. Los resultados del examen en el grupo entrenado fueron: (10, 8 y 6), los del grupo control
obtuvieron (9, 7, 5y 4). Ordenado los datos en forma ascendente es:

Pareja: 4 5 6 7
Grupo: cC C E C E C E

La nota mas chica es del grupo control y no da puntos al igual que la siguiente. La tercer nota so-
lo (7) tiene un valor del otro grupo, otorga un punto, la cuarta nota del control (9) tiene dos notas
menores del otro grupo y entrega dos puntos; luegpU=0+0+1+2=3.

De tablas con los tamafios muestrales de n; =3y n, = 4, se entra por la filade U =3y se en-
cuentra una probabilidad p =0,2 para una cola. Como este ensayo es para ver si hay diferencias,
es de dos colas, por lo que debe duplicarse este valor Ua = 0,4. Comparando con el nivel habi-
tual de significacion es Ua = 0,4 > a = 0,05. Luego, no se puede rechazar la hipotesis nula pues
entra en la zona de aceptacion. La preparacion especial no tuvo efecto en el rendimiento de los
alumnos en el examen final.

Cabe destacar que si en vez del grupo control se hubiese tomado el otro como referencia, el pun-
taje hubiese sido U =2 + 3+ 4 = 9: la tabla no llega al valor 9 en la celda de n2= 4. Por lo tanto,
se debe usar el valor U' = n; n, - U =12 - 9 = 3, que resulta ser igual al valor hallado
anteriormente.

( 11') Muestras medianas (n entre 9 y 20): cuando el tamafio muestral de la muestra méas grande
de las dos es mayor que 9 ( n, = 9), la tabla anterior no puede usarse. Se debe emplear en cambio
la Tabla 12 del Anexo. No interesa si el tamafio de la otra muestra es menor que 9. Esta tabla
arroja valores criticos de U, llamados Uc, que se deberan comparar con el calculado en el Paso 4.
No da probabilidades como la Tabla 11 por lo que se hace el ensayo comparando los valores de
U para decidir si se acepta o rechaza la Ho.

Como el trabajo de calcular U puede ser engorroso cuando la muestra es algo grande, se
muestra una alternativa de calculo mas sencilla, como sigue:

Pasos 1y 2) Son iguales a los detallados mas arriba.
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Paso 3) Se coloca el rango correspondiente debajo de la sucesion ordenada. Asi, corresponde el
rango 1 al menor de los valores, el 2 al siguiente y asi sucesivamente. En casos de empates se co-
loca el rango promedio entre los empatados.

Paso 4) Se calcula R1 =ri + rj + ... como la sumatoria de todos los rangos hallados correspon-
dientes a la muestra de tamarfio n; . Y R2 a su correspondiente de la muestra n;,

Paso 5) Se calculan dos estadigrafos con:
Ul=(My.n)+(n/2)(n+1)- R1
U2=(My.n)+(n/2)(n;+1)- R2

Y se elige al menor de ellos para adoptarlo como el estadigrafo muestral U. Luego si este valor es
menor o igual que el valor critico de tablas, se puede rechazar la Ho. Si U > Uc es lo contrario.

Ejemplo) En un ensayo de valoracidn se escogieron 16 jueces al azar. A 10 de ellos se les pidid
que calificaran de 0 a 100 el sabor de un nuevo jarabe que se esta por lanzar al mercado. A los 6
restantes se les hizo probar el sabor tradicional para usarlos como control. La prueba se hizo a
ciegas; ni los jueces ni el organizador sabian cOmo serian repartidos. Se obtuvieron los resultados
siguientes ordenados de menor a mayor:

Valores 48 52 53 67 73 79 81 85 86 88 90 92 93 95 97 99
Gupo E C C E C EE E C E C E E E C E

Rangp 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Por lo tanto se calculan:

R1=2+3+5+9+11+15=45
R2=1+4+6+7+8+10+12+13+14+16= 91

UL = (10) (6) + (6/2) (6 +1)—45 =36
U2 = (10) (6) + (10/2) (10 + 1) - 91 = 24

Se adopta U =24 - Notar que U’ = (10) (6) - 24 =36 (llega al mismo menor valor) -
De tablas surgen paran; =6y n, =10 (unasola cola): Uoos=14; Ugo1 =8 y Upoor =3
Como el valor muestral U = 24 es mayor que los valores criticos, no se puede rechazar la Ho.

( 111) Muestras grandes (n > 20 ): cuando el tamafio muestral de una de las muestras es grande, o
sea n > 20, la distribucidn de U se acerca a una gaussiana N(0,1), con los parametros siguientes:

y se lo compara con Za como es habitual, donde:
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My= (ng.ny)/2
o%=(ny.ny) (1/12)(ny+ny+1)=VAR()

Para el calculo del estadigrafo U se procede como se explicd para el caso de muestras de tamafio
mediano, en el punto anterior.

Ejemplo) Para comparar dos grupos de alumnos luego de un examen parcial, la catedra eligio al
azar a 22 de la carrera de Farmacia y 16 de Bioquimica, a los cuales se les tomaron los mismos
temas, el mismo dia y a la misma hora. Los resultados ordenados fueron:

P {30 40 [40 |40 |40 |48 |50 |55 |58 |60 |60 |60 |65 |65 |65 |70 |70 [75

35
c/ B/ B|B|/B|FIF/B|B|F|IFIB|IB|]FIB|F|F|F|B|F
2

R|1 45145451457 819 1]10(12|12|12|15|1515|175|17,5|19

/8 |78 |78 |79 |80 |80 |80 |83 |84 |85 |85 |85 |90 |90 |90 [92 |95 |95 |95

P
c|B|B|F|F|B|F|F|B|[F|[B|F|F|B|F|F|F|[F|F]F
R |21 212123 2525|2527 28|30 30|30]33]33]|33]35]3737]37

Re=1+2+45+45+7+8+12+12+15+175+21+21+25+27+30+33=240,5

RF=45+45+9+10+12+15+15+175+19+21+23+25+25+28+30+30+33 +...
... +33+35+37+37+37=500,5

Luegoes: Ug=(ng.ng)+(ng/2)(ng+1)— Rg=(16.22) + (16/2)(16+1) — 240,5 = 247,5
Ur=(ng.ne )+ (Ne/2) (Ne+ 1) — Re = (16 . 22) + (22/2)(22+1) — 500,5 = 104,5

Se elige al menor como U = 104,5 (Farmacia) y U’ =22 (16) —104,5=247,5

He=(ny.ny) /2 =(22.16)/2 =176

o%u=(ny.ny)(1/12)(ny+ny+1)=1144. Luegoes ou = 33,8y se calcula Z con:

Zy =U-py)/ou=(1045-176)/33,8 =-2,12*: Hay una diferencia significativa en el
rendimiento de ambos grupos siendo los de Farmacia mejor que los de Bioquimica.

14.6 Modelo de Cochran para n muestras apareadas

Cuando se tiene el caso de N individuos, a cada uno de los cuales se le efectué una medi-
cion de una magnitud clinica dicotémica (o binaria) mediante n técnicas diferentes (n > 1), se
tiene el caso de mediciones repetidas al mismo paciente. Esto es un total de n valores apareados
para cada paciente. Los resultados de cada test se pueden expresar como sano o enfermo, (+) o (-)
etc. Lo mismo ocurre cuando n jueces opinan sobre N casos diferentes. Suponiendo que la mag-
nitud clinica es X, entonces el valor Xij corresponde al paciente i medido con el método j. Los
resultados obtenidos se pueden expresar como se hace en la Tabla 14.1 siguiente:
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Tabla 14.1. N pacientes medidos con n métodos clinicos

Pacientes Test 1 Test 2 Test j Testn Total
1 Xll X12 fes Xli e Xln Tl.
2 X21 X22 e X2i es X2n TZ.
3 X31 X32 fen X3i e X3n T3.
i Xil Xi2 Xii Xin Ti.
N XNl XNZ XNi XNn TN.
Total Ta T, T-i Th T

Donde como convencion se adopta X = 0 cuando es (+) y X = 1 cuando es (-) entonces los valo-
res observados son una serie de ceros y unos. Definiendo las sumatorias:

N N n
Tj= z X : Eltotal de la columna j. T= Z Z X - El total de todas las observaciones
=1 1=1 =

Ti= ZXij : El total de la fila i.
J:

2

N
RS= Y (T;) : Lasumade los cuadrados de las filas.
1=1

2
CS= z (T_j) : La suma de los cuadrados de las columnas.
I
Entonces se puede efectuar un test estadistico para ver si existe una diferencia significativa entre
los tests clinicos llamado: La prueba Q de Cochran. El estadistico Q se calcula con:

Q={(n-1)[(n.CS)-T}/[nT-RS]

El cual tiene aproximadamente una distribucion Chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad.

Ejemplo) Se han examinado 12 pacientes mediante tres diferentes técnicas para detectar toxo-
plasmosis. Si los resultados se informan como (+) y (-) detectar si hay diferencias significativas
entre los tres métodos. Usando la convencion de 1 para los (+) y 0 para los (-) resulto:

Pacientes Test 1 Test 2 Test 3 Total N n
1 1 1 0 2 |T=%>X;=20
2 0 0 0 0 =T T
3 1 1 1 3
4 1 0 1 2 N 2
5 1 1 1 3 CS:Z(Ti_):49+36+49:134
6 0 0 1 1 E
7 1 1 1 3 n 2
8 0 0 0 0 |RS= Z(T_j) =4+0+..+4 = 46
9 1 1 0 2 =
10 0 0 L 1 |Q={(2) [(402) - 400]} / [60 — 46]}
11 0 1 0 1
12 1 0 1 2 _ 2 —

Total 7 6 7 20 197 0-29% < X'o95;2=5,991
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La conclusién es que no se han encontrado diferencias significativas entre los tres metodos.

Para el caso particular de tener que comparar dos tests clinicos es n = 2 y el problema se puede
analizar como se muestra a continuacion:

Tabla 14.2. N pacientes medidos con 2 métodos clinicos

Pacientes Test 1 Test 2 Total
1 X]_]_ X]_2 Tl_
2 X2]_ X22 TZ_
3 Xa1 Xz Ts
i Xil Xi2 Ti_
N XNl XN2 TN.
Total T4 T, T

Esto resulta equivalente a presentar los datos en una tabla como la siguiente:

Tabla 14.3. Tabla de Concordancia entre dos tests clinicos

Test 1
Test 2 (+) Q) Total
(+) M l12 Mt o
¢) M2 ) a1t I

Total i+ o 1o+ Iy N

Donde el significado de las frecuencias es

ri1: los pacientes que muestran ambos resultados (+) : concordancia positiva.
ry: los pacientes que muestran ambos resultados (-) : concordancia negativa.
r,1: los pacientes que son (+) con el primer test y (-) con el segundo (discordancia).
r,: los pacientes que son (-) con el primer test y (-) con el segundo (discordancia).

Como los valores Xj; solo pueden ser 0 o 1, el total de cada fila de la Tabla 14.2 puede ser O
cuando ambos resultados son (-), o0 1 cuando un resultado es (+) y el otro (-) y 2 cuando ambos
resultados son (+). Por su parte, el total de cada columna sera igual al total de casos (+) en cada
test. Por lo tanto el total de cada columna seré:

N N
T.= Z Xy =rutrg y To= Z X; =ru+r;  Luego el total general es:
1=1 1=1

N n
T= Z Z Xy= Ta+Ta = 2ru+ra+rp  Peroel total ambas filas también es T:
1= J:
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n N
T= Z X, = ZTi. =0(rp) +1 (ro) +1(r1) +2 (ri1) Por lo tanto

RS = 0% (1) + 12 (1) + 1% (r21) +22 (r) = (fi2 + r21) +4 iy Y asi se puede calcular

CS = (ru+ r1) 2+ (rutri2)®>  Con lo cual la formula del estadigrafo Q se reduce a:

Q=[2.CS-T4/[2T=RS] = (r12- r21)* / (r12 + 1)

Notar que si se define como 1 a los casos de (-) y como 0 a los (+) el resultado es el mismo. Lo
mas importante para destacar es que si ry; y/0 ry cambia sus valores Q no varia.

Ejemplo 1) Se han efectuado dos mediciones de VDRL a cada uno de 16 pacientes con dos mar-
cas diferentes de kits. Se desea saber si las marcas son equivalentes. Los resultados fueron

Pacientes Test 1 Test 2 Total T i iX 15

1 1 1 2 = ij =
2 0 0 0 =T A
3 1 1 2 N 2
4 1 0 1 CS= (T,)=64+49=113
5 1 1 2 =T
6 0 0 0 n 2
7 1 1 2 1RS= Y (T,) =4+0+.+1=25
8 0 0 0 7
9 1 1 2 Q={@)[(2.113)-225]}/[2.15-25]}=0,2
10 0 0 0
11 0 1 1 - 2 -
5 1 5 n Q=02 < X%,95;1=3,871
13 0 0 0 e -
14 0 1 1 Los resultados no fueron significativos. Esto indi-
15 0 0 0 ca que no hay diferencias estadisticamente signi-
16 1 0 1 ficativas entre ambos tests.

Total 8 7 15

También se puede resolver este problema con la Tabla de Concordancia:

Test1l
Test 2 (+) Q] Total
) 5 3 8
) 2 6 8
Total 7 9 16

RS= (fiz2+r)+4 11 = 3+2)+4.5=125
CS=(ru+ra)?+ (ru+rp)? = (5+2)%+ (5+3)*=49 + 64 =113

Q=[2.CS-T4/[2T-RS]=[226-225]/[30-25]=0,2 = (3-2)*/ (3+2) < X%0.95.1= 3,871
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14.7 Modelo de Cohen-Kappa

Este modelo se usa cuando se tienen dos métodos de diagndstico diferentes A y B cuyos
resultados se expresan en forma de dos 0 més categorias (dicotomica o poldtimica). Cada mues-
tra individual es juzgada por cada uno de los métodos en alguna de las clases posibles. El estadi-
grafo Kappa (K) da una medida del acuerdo que existe entre ambos métodos clinicos. Para ilus-
trar este procedimiento se presenta el siguiente ejemplo:

- Se desea ver si se puede reemplazar el antibiotico A gue se esta usando en el laboratorio, por

uno nuevo B. El resultado de cada medicion de acuerdo al diametro de la aureola, se agrupa en

tres categorias: R (resistente), S (sensible) y M (muy sensible). Se efecttan 100 pruebas con los
resultados siguientes:

Frecuencias Observadas

B
M S R
44 5 1 50
A S 7 20 3 30
R 9 5 6 20
60 30 10 100

Paso 1) Se calcula el valor g como la sumatoria de los productos de los totales marginales de fi-
las y columnas de cada clase, dividido el tamafio muestral:

q=qm+qs+qr=[(50.60)+(30.30)+(20.10)]/100 =41

Paso 2) Se calcula la sumatoria de los valores encontrados en la diagonal principal, o sea el nu-
mero de las coincidencias encontradas:

c=44+20+6=70
Paso 3) Se obtiene el estadigrafo Kappa (K) con:
K=(c-q)/(N-q)=(70-41)/ (100 -41) =0,492

Esto significa que de todos las muestras que se esperaria que no sean concordantes, solo
el 49,2% de ellas son de hecho concordantes. En general, cuanto més cerca este Kappa de 1, me-
jor sera la concordancia encontrada. Pero para el ejemplo presente el maximo valor posible de
Kappa serd K = 0,835. Lo que se deduce del cuadro siguiente:

B Respetando los totales marginales, y haciendo maxi-
M s R mas las coincidencias en la diagonal principal, se puede
obtener el caso ideal de concordancia maxima posible
dados los totales marginales encontrados. Para esa tabla
ideal el valor K = 0,835. Luego el porcentaje entre el
R| 10 | 0 | 10 | 20 wvalor de K observado y su maximo posible es del 59,2%
60 | 30 | 10 | 100

50 0 0 50
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Paso 4) Se calcula el error estandar de Kappa con la formula aproximada siguiente:

SE (K) = a - M _jos
N.(N —q) 100.(59)

Paso 5) El intervalo de confianza al 95% se calcula mediante la aproximacion normal

Limite inferior = K- 1,96 SE (K) = 0,492 - 1,96 (0,08) = 0,335
Limite superior = K + 1,96 SE (K) = 0,492 + 1,96 (0,08) = 0,649
Luego es: K 95% CI (0,335 ; 0,649)

Paso 6) El test estadistico se puede hacer usando la aproximacion normal con:

z= ¢4 = 0-41 =5,9%**  Resulta ser altamente significativo.
g (N-Qq) 41.(59)
N 100

Este resultado indica que se puede rechazar la Ho y aceptar que existe una asociacion estadistica
muy fuerte entre ambos antibioticos. Este tipo de asociacion matematica es aceptado en Medicina
como si fuese una asociacion clinica. La concordancia entre ambas pruebas se toma como acep-
table, clinicamente hablando. Sin embargo, no se debe olvidar que no es una asociacion del tipo
causa-efecto, sino que se trata del concepto de independencia estadistica visto en el Tema 6.

Notar que en el caso poco frecuente de que los métodos A y B terminan con el mimo na-
mero de muestras en la categoria M, el mismo nimero en la S y asi hasta la Gltima categoria, en
este caso particular R, entonces el valor maximo de Kappa seria uno. Pero cuando se termina eli-
giendo numeros diferentes en cada categoria, como en el ejemplo anterior, el valor maximo de
Kappa sera siempre menor a uno ( K = 0,835 en el ejemplo).

También se puede analizar el grado de acuerdo dentro de cada categoria por separado. En
el ejemplo visto para la categoria M hay 44 acuerdos en total entre A y B, pero el antibiotico A
define 6 casos mas como si fuesen M, mientras que el antibiotico B define 16 casos mas como M
Entonces se tienen en total 66 (44 + 6 + 16) muestras definidas como M por ambos antibioticos,
de los cuales en solo 44 hay concordancia. Por lo tanto, el porcentaje de acuerdo para la categoria
M sera de 44/66 = 0,6667, o sea un 66,7% de concordancia en dicha categoria. Andlogamente, la
concordancia para S es del 50% y en R es del 25%. Por otro lado, observando la tabla con los
maximos acuerdos posibles se ve que para la categoria M hay en total 50 acuerdos en ambos an-
tibidticos, con un total de 50 + 0 + 10 = 60 entre A y B. Por eso, la maxima proporcién de acuer-
do posible en esa categoria es 50/60 = 0,833 (83,3%) para comparar con el 66,7% encontrado, y
asi sucesivamente.

Este método fue muy popular durante afios, pero desde entonces arrecian cada vez mas
las criticas contra el mismo. Finalmente las conclusiones actuales permiten decir que:
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1) Kappa no deberia ser aceptada como el estandar de concordancia o el método de referencia pa-
ra obtenerla, cuando se comparan dos métodos clinicos en forma apareada. Es decir, cuando se
mide dos veces a la misma muestra.

2) No deberia usarse un estadigrafo como K que genera mucha controversia.
3) Se deberia considerar a K como una de las alternativas disponibles para la decision final.

Se pueden identificar dos usos posibles de Kappa: a) como una manera de testear la inde-
pendencia estadistica de los métodos y b) como una manera de cuantificar el grado de concor-
dancia entre ambos metodos. Para el primer caso (a) se trata de testear una Ho sobre que no hay
mas concordancia de la que podria haber dadas las circunstancias, esto es dado los totales margi-
nales hallados. Pero de esta forma la decision a tomar sobre si existe una asociacion clinica, es
puramente cualitativa, en vez de cuantitativa como deberia ser. Se puede concluir que para este
exclusivo proposito el uso de Kappa en clinica es adecuado. Pero para el segundo caso (b) no se
puede decir lo mismo, porque no puede cuantificar adecuadamente el grado de concordancia, lo
que significa que no se puede tomar como un indice clinico del tipo Sensibilidad, etc. Kappa de-
be ser interpretada como una proporcion de las veces que los métodos podrian ser concordantes
debido unicamente al azar, pero como los métodos no se aplican a muestran independientes, sino
a muestras apareadas, los métodos son intrinsecamente dependientes y por lo tanto su aplicacion
0 la relevancia de este término, en la concordancia es muy discutible.

El estadigrafo Kappa es apropiado para testear cuando la concordancia excede el grado de
acuerdo debido al azar. Y puede ser calculado facilmente. Estas son las dos ventajas del mismo.

La lista de desventajas es muy larga y puede ser encontrada en varios libros mencionados en la
Bibliografia.

14.8 Problemas propuestos

1) Marcar la respuesta correcta a cada una de las afirmaciones siguientes, o completar la frase:

1) Los modelos no paramétricos (MNP) sirven para cualquier magnitud biolégica. Vv F
2) En los MNP no se necesita hacer supuestos acerca de la forma de la distribucion original. VvV F
3) Mencionar las ventajas y desventajas de trabajar con estadistica no paramétrica: ..........ccee.  vvvevvrvennae.
4) Siempre que se pueda conviene usar modelos no paramétricos. Vv F
5) Los pasos a seguir para aplicar el modelo de la Binomial SON: .........ccccccevivviiviiiiiiiiiiieies ceeerieeeenn
6) En el modelo Binomial se pueden dar 3 casos posibles de acuerdo con el tamafio muestral. 'V F

7) La prueba de rachas de una MUESLra SIVE PAIA: ........ccoveiririiiiirese e ees ereenseneeeenes
8) Los pasos a seguir en una prueba de raChas SON: ..........cccviiiiiiinireie e eenre e
9) En el modelo Rachas se pueden dar 3 casos posibles de acuerdo con el tamafio muestral. VvV

10) Si las muestras son grandes, el estadigrafo de Rachas tiene una distribucion N(0,1). Vv F
11) Es lo mismo trabajar con dos muestras apareadas o dos muestras independientes. Vv

12) Los supuestos basicos para poder usar el Modelo del Signo SON: .........cccvvevniiiiiiiiiiis e
13) Toda magnitud biol6gica puede ser dicotomizada. V

14) Para el modelo del signo una muestra es grande si supera los 30 valores. Vv F
15) Los casos antes-después y droga-placebo se pueden estudiar con el modelo del Signo. \YJ

16) Si se aplican dos tratamientos al mismo individuo en n casos, 1as muestras son: .........ccce.  veevvernnnne.
17) La prueba de Wilcoxon es mas poderosa que su similar del Signo. Vv F
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18) La prueba de Wilcoxon usa un peso relativo para cada signo empleado.

19) El supuesto para Wilcoxon es que las muestras provienen de una distribucién simétrica.
20) Los pasos a seguir en el modelo de WIlCOX0N SON: .......cooviiiiiiiieiesie e
21) El tamafio muestral para Wilcoxon es grande si: n > 20

22) Se debe usar el modelo mas sensible (robusto) en cada caso investigado.

23) Para dos muestras independientes los modelos que se pueden usar SON: ........cc.cceeveeereenne

24) De todos los modelos para comparar dos muestras independientes, la U es el mejor.

25) El modelo de la U es el mejor no paramétrico para poder comparar a ..... muestras ..........

26) Los pasos a seguir en el modelo de 12 U SON: .......cveveiiiiiiiiisese e
27) En el modelo de la U se pueden presentar 3 casos de acuerdo con el tamafio muestral.
28) Para la U las muestras son muy pequefias si ninguna es mayor de 9.

29) Si las muestras son medianas o grandes, los pasos a seguir para la U se modifican en.......

30) ElI modelo de Cochran se puede emplear para comparar 3 0 mas métodos clinicos.

31) El tamafio de muestra total N tiene gran influencia en el calculo de Q.

32) El nimero de casos concordantes influencia el valor de Q.

33) Kappa es la manera de cuantificar el concepto de concordancia entre 2 métodos clinicos

\Y F
\Y F
\Y F
\Y F
\Y F
\Y F
\Y F
\Y F
\Y F
\Y F
\Y F

35)Realizar un esquema sindptico sobre cual modelo no paramétrico elegir, en los casos de la realidad.

2) Resolver (cuando se pueda) los problemas desarrollados en los capitulos anteriores y los pro-

blemas propuestos, con los modelos no paramétricos vistos en este capitulo.

3) Comparar el poder entre los modelos de punto anterior.

4) Se eligieron 17 dias al azar de un semestre y se determinaron las ventas en las sucursales A 'y
B de una misma farmacia. Determinar si hay diferencias significativas en las recaudaciones de

cada una.

A[300|350|240/450|140|340|248|250|155|258|360|260(610|165|170

90

120

B|240]320(270|370|200|190|210|180|140|200)290|340|400|200|120

80

150

5) Resolver el mismo problema anterior si el procedimiento es diferente: se eligen 34 dias al azar
y se asignan a cada farmacia con un sorteo posterior. Explicar como haria esta asignacion usando

una tabla de nimeros al azar.

6) Resolver si hay asociacion entre ambos tests clinicos 1y 2, en los dos casos siguientes:

Test 1 Test 1
Test 2 +) (-) Test 2 A B C
(+) 5 3 A 55 2 1
() 2 5 B 2 25 2
C 1 5 7

7) Decidir si hay diferencias significativas entre los diametros de aureola de 2 antibidticos Ay B

en cajas de Petri, con los datos siguientes expresados de mm:

Di4. |128|140(178|179/180/185/189193]194|200|205|210|215|220|220

2241230

Antib., A| B/ B|A|B|/A|AJIA|/B|B|/A|B|B|A|B




